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giebt gleichzeitig die Werthe von
Die Integration des Ausdruckes

in welchen N die angegebene Form hat:
N— 14՜ cos1 4* 4՜ 211 ճ'""2 Փ 4՜ 2 m cos ip sin <p -j- 2 m[ sin <p 2 m" cos c/>;

es sollen durch Folgendes die Werthe dieser sechs Integrale in den bestimmten Gren­
zen von 0 bis 2 it für den Fall gefunden werden, dass N für keinen reellen Werth 
von rp verschwindet und die Mittel angegeben werden um allgemein

J cos г (p . d ip J sin i cp . d <p

zu finden, wenn г und îc ganze positive Zahlen sind. Die Methode der Lösung 
dieser Aufgabe ist eine dreifache, da jene Werthe einmal durch Transformation des 
Ausdruckes TV, dann durch Zerfällung desselben in seine Faktoren und durch Reihen- 
Entwickelung gegeben werden können. Jede dieser Methoden wollen wir anwenden 
und die Identität der gefundenen Resultate nachzuweisen versuchen.

Die Integration der angegebenen sechs Ausdrücke bietet nach den gewöhnlichen 
Regeln der Integralrechnung keine Schwierigkeiten mehr dar, wenn TV unter die 
Form gebracht worden

TV = Ճ -j- Հ1 gin* гр + L11 cos2 гр;
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(1)i

sie von C. G. J. Jacobi im Grelle schen Journal
Es sei zu dem Ende

. շ տա cp = —:т x

eine Transformation, wie wit-
в. 2 und 8 angegeben finden.

У cos ср — —, T Հք
dann wird

Um diesen Ausdruck unter die Form
N = g — ¿-1 cos2 гр — s'11 si»2 гр •

zu bringen, sei auch für ihn

cos гЬ = -—, simp — —; ................. ... (2)r и ՜ и х
wodurch wir 

erhalten, und es ist dann die Aufgabe dieser Transformationen keine andere, als die 
Gleichung der Oberflächen zweiter Ordnung auf die Hauptaxen zu reduziren. Es
geschieht dieses durch die bekannte Substitution:

x — au — ßv — y w \
y == U — ß' и — у1 W > ■ . . ................................. (3)
շ = а' и — ß" v — y" w,)

bei welcher aus der Gleichung
ձ'2 -j- s2 — л՞2 = v2 ֊I֊ ZŁ'2 --- M2 = 0, .......... (4)

die zwischen cos <p und ringt sowie zwischen cos гр und sin гр Statt findet, folgende 
zwei Systeme von Gleichungen abgeleitet werden :

a' 2 4֊ а1'2 — a~ — — 1 յ а' ß' 4՜ a" (S" — aß = Oj
ß' 2 4~ ß"2 — ß2 ~ 1' . . . (5) a' y' 4- a" ß" — а у — 0. . . . (6)
у'2 _j_ ^ii2 — у2 = IJ ß' y' 4֊ ß" у"—ßy = ®\

Um nun die Grössen u, v, w durch x, y, z auszudrücken, wollen wir die 
erste der Gleichungen (3) mit a, die zweite mit а1, die dritte mit et11 multipliqúen 
und von der Summe der beiden letztem die erste abziehen, und dieses Verfahren 



wiederholen, nachdem wir die erste mit ß, die zweite mit ß', die dritte mit ß" und 
die erste mit y, die zweite mit y1 und die drittle mit y" multiplizirt haben; dann 
erhalten wir mit Hülfe der Bedingungsgleichungen (5) und (6):

и — čí x — а1 у — a” z\
v — ß x — ß' у — /S11 z֊ .   (7)
w = y x — y' y ---- Z)

und aus (4) die ähnlichen Bedingungen
/S2 -j- Y2 —ßß' 4՜YY՝ —««* = O\
ß'2 փ/շ _ßi2 — 1. , . (8) ß'ß''+/r'-«'«"==o|. . . (9)
ß" 2 4՜ /'2 — ce!l 2 = 1) ß"ß 4՜ y"y —a"a = O.j

Setzt man dagegen
e — а (_■/ß" — ß'y"՜) 4՜ ß («V11—X1“1'1) 4֊Z Cß' «" — «\ß«^> ... (iO)

so giebt die Auflösung der Gleichungen (3)

eu = (ß'y"-xy'ß"')x-\-(yß" — ßy"^y-^(ßy'—yß'")%\
= — a" y') x (y a"— ay")y 4՜ (/'«—• .............. (11 )

ew=(a"ßl —ß"a')x-\-(ß"a— a"ß)у (a' ß— aß')%\

und die Vergleichung der CoëfSzienten der Gleichungen (7) und (II) folgende neun 
Bedingungsgleichungen unter den Substitutionsgrössen a} a", ß, ß', ß", y, y1 
und у11 :

ea —ß' у" — y'ßlr; $ß =y"a1 — y' а11; e у = cè' ß'—/S11«)
— ea' =yß"—ßy" ; —eß'=ya"—ay" ; —ey' =aß"—ßa" \ . (12)
— sc:11 =ßy' —у ß' ; — ¡ß" = y' а —a' у ; — ey" = a'ß — ß' а )

Wenn wir je drei von diesen Gleichungen quadriren so erhält man mit Rück­
sicht auf (5)

= (^2 —ß'2 —ß"2) (z2-/2 —z"2) — (ßy-ß'y'-ß'/^2 = 1, 
und e = 4՜ Ն
wo wir von diesen willkührlichen Zeichen das 4՜ wählen wollen.

Wenn man nun u, v und w durch x, y, z ausgedrückt in den Ausdruck 
g и- — g' v2 — g" w2 substituiri und die einzelnen Coëfâzieuten denen in

2
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l.r2 -f- l'y2 -f- Z11 x2 + 2 myz -J- 2m'zx -j- 2 m" x y gleich setzt, so erhält man folgende 
sechs Gleichungen:

1) g «2—g1 ß2—g" y2 = I \
2) g՛ et12—g1 ß12—g-11 y1 2 = Z1 j

3) g՝ «H 2 — g՝' ßn 2 — g11/." ? = Z" \   4
4) g- a1 a"—g՝1 ß' ß”— gJI y1 yu = m Í
5) —g « a" + g՜1 ß ß" + g՝" У y" == »' I
6) — g-a1 a + g՝1 /ï' /J-f-g-"/1 / = wi", /

die, verbunden mit den sechs unabhängigen Bedingungs-Gleichungen zwischen den 
Substitutionsgrüssen, von denen die übrigen nur eine Folge waren, sowohl die neun 
Coëffizienten der Substitution, wie die drei Grüssen g, g-1, g՝11 geben.

Wir künnen nämlich die Gleichungen ( 14) folgender Massen zu je drei schrei­
ben: 1), 6), 5); dann 6), 2), 4); dann 5), 4), 3) und erhalten:

— a.ga'-\-ß.g' ß'-\-]'.g")',=m'' 
a'.ga'— ß'-g'ß' —y'.gn7 = b

a. g a— ß.g' ß— У«ё""г = г 
a'.ga-V-ßv.g'ß-^-y'.g"y=m\'

. (15)

Jedes System dieser Gleichungen kann man, cfr. (5) und (8), umkehren und 
es giebt dann ein neues in folgender Gestalt: 

ga=al-\-a}m'[-\-anm' —ga'=am"dl'm
g\ß=ßl-\֊ß1m"֊\-ß'm' —g'-ßl =ßm'-V-ß' l'֊Vß"m
g" y=:yl-\-y\m" y"m', —g>llyl=/»,,4-/,Jl-f-y11»»,

— g a1 = a m) -}- a' m -|- 1
— g’ß'=ßml-\-ß'm-\-ß"l"
— g" y"=yinJ + / in -j- y't'«

Diese Gleichungen lassen sich so schreiben, dass die ersten, zweiten und dritten 
aus jedem System zusammengestellt werden können, oder dass sie die Form be­
kommen :

(16)
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(Z—+ »։,all==0
»i1! 1 a (Z1 -j- á՜) a1 -f- m a1 '=O

(Z—S"1) /5 + «<"/$' + „i1 /S; 1 = O 
7"" /9 + (Հ + S"1) /5' + »ï /3"=O

in a-\-ma'֊\- (Z'1 -j-S’) «N=0,

m 11 / H՜ 4՜ g11 ) z' 4՜m ý՛'՝՝1 — о
У—g ¡ =0

»։' /?4-ot/?! + (Z"+ S’1) fi'—O,

Elimînirt man aus dem ersten Systeme der Gleichungen (17) die Grössen a, Հ 
und a'j aus dem zweiten die Grössen /?_, թ und ßn und aus dem dritten y, y> und y", 
so erhält man jedes Mal dieselbe Gleichung, aus welcher g-, gl und g-'i bestimmt 
werden; oder, mit andern Worten, es sind diese drei Grössen die drei Wurzeln der 
kubischen Gleichung:
(Z—x) (Z1 -j-.r) (Z»+֊r)—m2 (Z—x) — m\2 (Z1 -f- x) — m" 2 (Zn-j-.r) 4֊ 2 »i »»' m" =0, (18) 
die entwickelt die Form hat:

x3 — Лх2 -\-B x — C=O,
und in welcher

Л — 1 — Z1 — Z11
B —m) 2 -j- m" 2 — W2 Z1 Z" — ZZ' — ZZ"
C == Z Z1 Z1' — m2 Z — 77í' 2 Z' — m" 2 Z" -j- 2 /л1 7Л11 77.

1st. 5

(19)

Wir wollen vorläufig die Reelh'tät der drei Wurzeln dieser Gleichung für den 
Fall, dass N für keinen reellen Werth von cp verschwindet, voraussetzen und durch 
dieselben und die Coëffizienten von N die Substitutionsgrössen a, a etc, ausdrücken.

Aus drei Gleichungen von der Form:
A x -]֊ cy ֊]- b z — 0 !
cx-\-B y-\-az — 0) 
b x a y C z = Q j

kann man leicht aus je zweien die Proportionen entwickeln :
x :y:z = ac — ВЪ :bc — Aa: AB — c2 
x:y‘.z — ab — Cc: ЛС — 62 :bc — А а 
x:y:z=BC — а2 : «6 — Cc: ас — ВЪ;

(20)
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aus welchen dann, wenn die erste mit z, die zweite mit y, die dritte mit л՝ in ihren 
unbekannten Theiien multiplizirt wird, resultirt:
¿r2:t/2:z2 :yziz.r:a-y=BC—a2: AC—ձ2 :AB — c2:6c—Aa : ca—Bb’.ab—Cc, (21)

Wenn wir dieses bei den Gleichungen (17) anwenden, bei welchen
A — l — g c = m11
В = V 4՜ g ծ = mV
C —1'1 -f- g a — m

ist, und in denen wir mit о den konstanten Faktor bezeichnen wollen, in den а, а 
und a11 multiplizirt sind; so folgen daraus die Gleichungen:

t?2 cca— (Z1 4՜5') (Z11 4֊g֊) —in2՛ 
ջ2 «Ia' — (Z— g) (Z"4՞S") — t«՛2 
q1 a" c¿' = (l—g՛) (l'-\-g)— m"2 
g2 <4 a.'1 — m1 wzH — (Z — g) 
о՞ <%Ч a — m wíH — (Z1 4~ g) m' 
q2 a a' = wz m' — (Z11 4՜ Ő") m11.

Die Grösse p lässt sich aber leicht mit Hülfe der Gleichungen (5) bestimmen ; 
denn subtrahirt man von der Summe der zweiten und dritten die erste der Gleichun­
gen (22), so giebt dies  \ \\
- (>‘2 = C l—g) (Z"4-ff) ֊ m\ 2 4- (Z-S-) (Z՛ 4-g)-w," 2-(Z՛ 4֊g) (Z"fg) f wz2. (23)

Die Vergleichung dieses Werthes von — q՜2 mit der kubischen Gleichung (18) 
zeigt, dass er das Differentiale derselben ist, wenn man nach der Differentiation 
ar —g setzt; und bezeichnet man mit g, g', g-H die drei Wurzeln dieser Gleichung, 
so können wir derselben auch die Form geben

— 1. Gr — g) (.r — gl) Gr — g-H) — 0;
deren Differentiale ;

— 1 [Gr—s՛1) (֊v — g-") 4~ Gr—g") fr—5՜) 4՜ Gr—g՝1) Gr — &)] 
ist, so dass wir, für .v — g eingesetzt, erhalten :

e2 = (g-~ g' Xá՝—S՝11 )...........................................................................  (24)

Ein ähnliches Raisonnement giebt, wie man sich leicht überzeugen kann, 
aus dem zweiten Systeme der Gleichungen (17) für die Verhältnisse 
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dieselben Ausdrücke in g' und den Coëffizienten von und ist ք' der konstante 
Faktor, in welchen die Substitutionsgrössen ß, ß] und ß^ muhiplizirt sind, so ist:

pl^n/îu=(Z_s.i)(Zi4-5.i)_№iiaf ............................(25

ç'a ß'ß"=m'm." — (Z—g') »» í
ք12 }ß = m!'m — (Z'-f-g-1 ) я»1 I
Q՝2ßßv = inmv—(Zll+s’l)m,V /

wo о՛ das Differentiale der kubischen Gleichung (18) ist, doch nach der Differentia­
tion darin gl für ..r gesetzt, oder g1 2 =—(g'—g11) (g1—g)...................   (26)

Auf dieselbe Weise folgen aus dem dritten Systeme der Gleichungen (17), wenn 
g" dieselbe Beziehung zu y, y', y“ hat wie q zu «' und für die Substitu­
tionsgrössen Yj y1 und y" so wie für q" die Werthe:

e"2yy=(Z'+SJ 'D C^+s"1 ')>— w2 \
j)11 2 y'/ = (Z"H֊S"") (Z---gJI) --- 7/1' 2 i

e112r'У1=(z—s՝1 '')(s՝'')_»»"2\ e e
gll - y'y^ = Ո1էո"--- (Z— gJI) 771 Í
çii 2 yiiymm1 — (/'+ g՝' ՛) m' I
Ç11 2 // = 77777(1--- (Z11 7Л11,. /

und für q
e"2=—(s՝11—sJ)(s՜"—s՜). .....................•.............................. (28)

Um nun die vorgelegten bestimmten Integrale in dieser transformirten Gestalt zu 
erhalten, war aus den Substitutionsgleichungen (1), (2) und (3)

oder 

woraus

sin ®. rfy =
(cc — ß cos гр — у sc« í/;) 2

d (f--- ---- --- — ■ ------ - ; e e e
a — p cos гр — у sin xp

d гр,

(29)

so dass
3
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IN

sin (p COS (f . (I <p
wird, und N

. (32)

• • • • • (30)

'a" — ß" cos гр — y" sin ifi д 
g — g՛1 cos2 гр — g11 sin2 гр '

J cos2 гр. d y g 
r՜' J՜

auf die ersten drei Integrale reduzirt werden können, wie dieses später nachgewie­
sen werden soll.

Um die Untersuchung über die Reellität der drei Wurzeln der kubischen Glei­
chung jetzt aufzunehmen, wollen wir den Ausdruck N in zwei reelle Faktoren zer­
fallen. Es sei zu dem Ende in ihm x = cosy, ij — siny, wodurch er die Gestalt 
bekommt

j І 4֊ j ^2 + у У2 + 

und der in Parenthese gesetzte Theil 
1 a' x 4՜ /S1 у zerlegt werden könnte, 
gleichung x2 J/2
selben mit dem Faktor X multiplizirt und dem zu zerlegenden Ausdrucke addirt, 
erhält man aus der Vergleichung der Coëffizienten der jetzt als unabhängig zu be­
trachtenden Variabein auf beiden Seiten der Gleichung

(14-a.r+ßy) (l+c¿r-h?'y) = I + y2+ հ֊հл՝y+ у^:!/+уг; х ОЛ

folgende fünf Gleichungen :

durch welche а, а , ß, ß' und X bestimmt werden können.

2 m 2 ni' i 2 7,1м )-ր^ + -ր?ք--4

sofort in seine Faktoren 1 «x ß у und
wenn nicht x und у durch die Bedingungs-

1=0 mit einander verbunden wären. Wenn man jedoch die-
so
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Man findet nämlich unter a, a.\, ß und ß1 folgende Bedingungsgleichung : 
(¿zß' ßa'՜) (aa') (ß -f- ß) 4~ 4«a ßß' = (aß' -փ֊/î«1) 2-|-(ß֊Vß")2 a«' + («+«')2/5/3', 
welche, darin aus (32) die entsprechenden Werthe gesetzt, die Form annimmt:

8mm'm" . 4(Z!+WL+Â) 4m2 , 4«'2(ff2) 4m"2(1И+Я)
(Z—Я).3 + (Z—2)2 —(Z—2)շ+ (Z—Я)3 + (Z —2)3 » 

und dieselbe kubische Gleichung von ( 18) ist, nachdem sie mit 4 dividirt und mit 
(Z—Я)3 niultipiizirt worden, oder
2 mm' ж" — m« (Z—2) — m' = (Z' f 2) — m"* (Z" f 2) f (Z — 2) (Z' f Л) (f fyl = 0 (33) 
geworden ist.

Da diese Gleichung wenigstens eine reelle Wurzel haben muss, so sei dieselbe
ւ und dazu angewendet, die Grössen a, ß und ß' aus (32) zu bestimmen. 
Wir finden dann:

m' + У ml 2 — (/" -4- 2) (Z— 2)

.»»" + } m" 2 — (Z1 CZ— X)
1—Հ

7»"q:ywii2—(Z14-Â) (z--Ż)
l — z

Es sei

«։' I — i^ż) (Z—2) 
~ Z —2

m + pW^4Zïï4֊2)(Z' + 2)
— Z֊2 ’

m~ I ,„2—¿Íi¡ + 2)CZ4֊2)
Z-Z

(34)

խ„;՚շ_ (/i-j_2) (Z—2)=]¿R" r
I m 2 — (f 4-2) (Z—2) ==՝Ț#՜. .................................................. (35)

_(Z'f 2)(Z" + 2)=Ț(R, J
so bestimmen sich die Zeichen von ՜յ/ßü und j 'Д7 so, dass sie entgegengesetztes Zei­
chen haben, wenn in' m" — m (Z— 2) negativ ist, im entgegengesetzten Falle haben 
sie gleiche Zeichen; denn jene kubische Gleichung (33) ist auch eine Folge von

ui1 »c' — m (Z — 2) = j rT |rh, ....................................................... (36)
wie man sich leicht überzeugt, wenn man diese Gleichung ins Quadrat erhebt, auf 
beiden Seiten in' 2 m'2 subtrahirt und den übrigen Theil durch (Z — 2) dividirt. Ist 
dieses bestimmt, so ist es gleichgültig, ob man dem a oder dem ß oder ß' das 
positive Zeichen der Quadratwurzel giebt, weil dadurch nur die Ordnung der Fak­
toren verändert wird.
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Auch die Grössen j/R1, ]/R[l und y'R lassen sich immer als reelle Grössen dar­
stellen. Hat man eine Gleichung и — 0 vom vierten Grade

x^ ax3 -\-b x2 cx d — Q, ..................   . ,  .................... (37)

so lässt sich dieselbe durch die bekannte Substitution von x — x1 — — in die Ge­

stalt bringen
#i« + 6»i« + H»'+7=0, .......................................................... (38)

3 
wo G = b — -g- «2

ist. Die Gleichung (38) können wir nun immer in die beiden reellen Faktoren 
zerlegen

(л112 +p-r' + </) (ar12 — px' + Չ՛),

WO p durch die Gleichung gegeben wird

p6 +2Gp4_|_(Ga_ 4Z)p2— H2=O, .................................... (40)

welche, da das letzte Glied immer negativ ist, wenigstens eine positive Wurzel für 
p2 d. h. p reell geben muss, durch welches q und q' linear ausgedrückt werden.

Auch ohne das zweite Glied fortzuschaffen kann man dem Ausdrucke и = 0 
die Form geben

(֊v2 + ^ax-\-r) 2 — (s¿r֊j-í)2=O,

und erhält dann durch Vergleichung der Coëffizienten der Potenzen von x

j«2 — s2 2 r — b

ar — rst — c
r2 — 12 = tZ,

aus welchen drei Gleichungen r, s und t durch «, b, c und Ժ gefunden werden 
können. Es ist nämlich aus der ersten und dritten Gleichung 

....................................................................... (41)
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und aus der zweiten 4 s2 i3 =(ar—c)2, woraus zur Bestimmung von r die 
kubische Gleichung resultirt:

8r3—4ծ r2 + (2 «c — 8d) r—a2d-\-ibd—c2=O» . , . (42)
Will man diese Gleichung mit der von (40) vergleichen, so wird dieselbe, für 

G, H und I die Werthe aus (39) eingesetzt,
p6 4_ (2 b _ I a2) փ (¿2 _ a2 b -f- Ą tt4 + с a — 4 Հ)?2

a 2
Setzen wir p2 =рх2 + s0 wird sie

p,6 -j- 2bp4 -f- (fi2 -f- ca — 4í/)p¡2 4՜ ¿яс — а2 d — c2 — О,
und für p,3 =Pn2 — Ճ gesetzt,

рн6 — 6рн4 + (a<7— 4 d) pu2 -f- 4č<Z— a2մ — c2 = 0,
eine Gleichung, welche die Form von (42) erhält, wenn man darin pi։2 = 2r nimmt.

(43)

Die direkte Zerfällung des Ausdruckes w = о in zwei reelle Faktoren des zweiten 
Grades (æ-2 + « ֊ր + ß) (л՜2 4՜ «'x 4՜ ß') — ® führt durch die Bedingungsgleichungen :

(44)

zu der kubischen Gleichung
y3—2b у2 + (6շ — 4 J փ ca}y + da2— cab c2 =0, ... (45)

in welcher y = aa' gesetzt worden, die ebenfalls auf die Gleichung (42) reduzier 
werden kann, wenn man y=y' -f b substituiri und y' = — 2r setzt, und also reelle 

4
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(46)

(47)

c =

Wir können ferner N durch tg^cp ausdrücken, in welchem Falle N ein Aus­
druck vom vierten Grade wird und nach Analogie von и — 0 in zwei reellen Fak­
toren des zweiten Grades zerlegt werden, und die Integration der gegebenen Formeln 
auf die Integration der Partialbrüche zurückgeführt werden kann.

a 2
Werthe für o, a1, ß und ß' giebt, da nach demselben Schlüsse —у eine positive

Grösse sein muss,

(1 4֊ л'. г)-
wo die Grössen a', b', c1, d' und é' so bestimmt sind, dass

ß Հ-է-ճ;;/ \

61 = 4 /л 4՜ 4 m' ։ 
c1 ==2Z—2Z1 4-4Z"\ -
rf' = 4 zu 4՜ 4//11 I
ei = Z4-Zl — 2m" '

wird. Um die Coëffizienten des Ausdrucks N mit denen von w = 0 zu vergleichen,
rV , Ժ b' a'

>st« =7» Ъ== 7> c= 7’ d= 7'

2 y
Setzt man .x = lg 1 %, wodurch sz'zz m = :—¡------ճ ' Z 1 ֊ք- Հք^ր

1 — XX cos a> = г—------
т 1 + хх\ 

, 2 í7,r
^ = Իք^ 

tt’ + ճ’.ր + C1 ¿r2 4՜ Ժ' Л՝3 + .V4
SO v; i rd Л = —*------------- - —\~֊J7735>.--------------- ?

Diese wollen wir uns in die Gleichung" (45) gesetzt denken und erhalten aus ihr 

und für У = ՜յ substituiri

y' 3—2c'y12 + (ժ 2 — 4a1 e1 f ձ' ď)ý փ 6' 2 e1 — <?c'b' փ Ժ'2 a' = O 
nachdem mit e'3 multiplizirt ist.
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Diese Gleichung kann aber auf unsere bekannte kubische Gleichung (18) oder 
(33) wieder zurückgeführt werden, wenn man in sie die Coëffizienten von TV durch 
die Substitutionsgleichungen (47) zurück bringt, wodurch sie die Form erhält: 
У 3 _ 4 (ï_ շ Jiïj y շ՚փ [4 (Z—ZI _|_2Z”)2 —4CZ-I-Z1 +2«íH) (Z f l —2m") 

+ 16 (m12 — от2)] y + 16 (m + m')2 (Z փ Z1 — 2m") -f 16 (m1 —m) 2 (Zf Z'f 2m")

— 16 (m'2 — m2) 2 (Z — Z1 2 Z") = O
oder:

уз — 4 (Z — Z1 f 2Z") y 2 + 16 (m 2 + z«"2 — ZA2 f Z"2 — Z1 Z" — ZZ' f ZZ") y1 
+ 64[(za2 (Z ֊I֊ Z[l) -j- ZA՛2 (Z1 —Z11) -J- 2 za za1 za"] — 0.

In dieser Gleichung verschwinden die Zahlen-Coëffizienten, wenn у1 = 4y'1 ge­
setzt, durch 64 dividirt und dann y" = y111 4՜ Z11 substituiri wird. Es erscheint dann 
die Gleichung

yi' 3 — (Z — Z' — Z") y'" 2 + (za' 2 f za" 2 — ZA2 + Z'Z" — ZZ' - ZZ") y1"
— (ZZ1 Z" — za2 Z — zu1 2 Z1—za' 12 Z11 4՜ 2mza'za'') — 6, .................. (48)

die uns schon durch die frühere Transformation bekannt ist,

Aus den Substitutionsgleichungen, durch welche wir die Gleichung (45) in die 
Gestalt von (48) brachten, nämlich aus

(',,111 _L շււ՜ւy = ^r, y' =54y, у =y"'4-Z", folgt .y = 4 ¿Г—

und, da die Wurzel der kubischen Gleichung, die reell ist, mit Я bezeichnet wurde, 
so ist а = 4^-Ш.

Es war aber bewiesen, dass bei der Zerfällung des biquadratischen Ausdrucks 
ti2

и = 0 die Grösse —---- у immer eine positive Grösse sein muss; dieses gestaltet

sich für N dahin, dass ֊ — 4 , oder Աճ՛2 — 16 (Я 4֊ ?') e)

d. h. 4(ml2֊2»»’»'+»»?4-(Zli+2)m"֊(Zll4-Ã)(Z-2)-(?l4-^)(Zl + 2)) 
eine positive Grösse sein muss. Wenn wir den Ausdruck so uniformen

za' 2 — (Z" 4- Я) (Z — Я) 4֊ ZA2 — (ZU -]_ 2) (Z' 4- Я) — (2 za za' —2 za" (Z" 4֊ Я)),
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so ist derselbe ein quadratischer, da wir früher (36) gesehen haben, dass

mm'— m" (Z11 f 2) = 2 — (Z" + 2) (Z — 2) ]/m2 — (Z‘ փ 2) (í1 + 2)
und, da er positiv sein muss, so ist /jR1 — j/R reell, und wir können die Reellität 
aller drei Wurzeln der kubischen Gleichung nachweisen.

(49)

(50)

Wir hatten den Ausdruck — in die beiden Faktoren zerlegt

1 H՜ « cos (p ß sin <p und 1 a1 cos <p -{- ß1 sin <p.
Setzt man

a = r cos гр 
ß = r sin гр

wo гр und гр' konstante Grössen

Soll N für keinen reellen Werth von <p verschwinden, so darf keiner der bei­
den Faktoren == 0 werden, oder, wenn ich sie = 0 setze, muss cos (<p— гр), wie 
cos (<p — гр') imaginär werden, d. h, )Հ>1 und so wie г2 >֊ 1 und r12 > 1 ; 
und es muss r2 — 1 so wie r' 2 — 1 eine positive Grösse werden, und also auch 
das Produkt dieser Grössen.

Das Produkt der beiden Ausdrücke ist aber mit Hülfe der beiden Gleichungen (50): 
1 _ — «12 — p _ փ « 2 ei 2 ß^ßi* -I- « 2 ßi շ ß ® a'2 ;

und setzen wir für «, cd, ß und ß' deren Werthe aus den Gleichungen (34), jeden 
multiplizirt mit (Z— 2), so wird dasselbe

(Z-2)2+ (1֊ + Ż)2 + a»֊V֊/.r֊4m'2֊4m'i2_|_4m=f 2 (Z: f 2) (Z-2)
4՜ 2 (z11+2) (z—շ.) — շ (Z1 -|- 2) (Z11 -j- 2)

und lässt sich folgender Maassen in drei Theile schreiben:



-3ľ-2(1 4-— Z)¿ + (Z7+ZZ" — 7'7" -„¿' — m"2 Ą-nr\
4- z՛2 + Z" 2 4֊ Z2 - 2m'2 - 2m'12 + 2m2 . (51)
4- 77' 4- ZZ" — Z1 Z11 — m'2—от||г 4- m2. )

Die kubische Gleichung (48) giebt aber, wenn man die Relationen zwischen ihren 
Coëfiizienten und Wurzeln betrachtet, die Gleichungen:

Z-Z'— ZII = ^4֊A'4-Z,|
m'2 4՜ OT"2 — m* 4՜ Z'Z'i — ZZ' — 77" = 22' 4՜ 22" 4՜ 2'2" . • (52)
ZZ'Z11 — m՞ Z—2Z —м118Z11 4՜ ճաա' m" = 221211 j

wenn 2, 2' und 211 ihre 3 Wurzeln bedeuten. Sie zeigen uns, dass der erste Theil 
des Ausdruckes (51 ) das negative Differentiale derselben Gleichung ist, nach der 
Differentiation jedoch 2 für x gesetzt, der zweite Theil die Summe der Quadrate 
der drei Wurzeln, der dritte Theil die negative Summe ihrer Verbindungen zu je 
zweien, oder dass jenes Produkt auch die Form haben kann :

-(2-2՛) (2 - 2") 4-22 4-21 a 4-2"2-22՛ -22" ֊շ՛ շ՛՛ 
d. h. (21 —2112). - dktktbltetbtf ՜՜ «

Da nun dieser Ausdruck positiv sein soll, so können 2' und 2" nicht imaginär 
sein d. h. nicht die Form haben и 4՜ # У—1 und и—t у—I.

Um die Relation des biquadratischen Ausdrucks N mit unserer kubischen Glei­
chung hier gleich zusammen zu fassen, ergiebt sich, dass, wenn N für vier reelle 
Werthe von <p verschwinden, oder = 0 gesetzt, vier reelle Wurzeln haben soll, je­
der der beiden Faktoren zwei reelle Wurzeln haben muss; d. h. 1 — r* wie 1 — r'8 
so wie das Produkt dieser Grössen, welches wir nach allen Umformungen als das 
Quadrat der Differenz zweier Wurzeln gefunden haben, muss positiv sein oder die 
kubische Gleichung muss drei reelle Wurzeln haben. Hat TV dagegen zwei reelle 
und zwei imaginäre Wurzeln, so muss von beiden Faktoren 1—t2 und 1—r' 2 der 
eine immer positiv der andere negativ, oder das Quadrat der Differenz zweier Wurzeln 
negativ sein; d. h. die kubische Gleichung hat eine reelle und zwei imaginäre Wur­
zeln. Diesen Zusammenhang können wir auch so aussprechen, dass die kubische 
Gleichung drei reelle Wurzeln hat, wenn TV für keinen oder vier reelle Werthe von 
tp verschwindet, dagegen nur eine, wenn TV für zwei reelle Werthe von <p — 0 
wird.

5
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Um nun die drei reduzirten Integrale

— ß cos гр — у sin гр
— g cos- гр — g՛11 sin2 гр

cos <p <1 гр
TV

t

Гa" — ß" cos гр — у" sin гр 
g — g1 cos ֊ гр — g՜11 sin2 гр

d гр

in ihren Grenzen von 0 bis 2 n zu finden, müssen wir noch wissen, 
verändert, wenn դ von 0 bis 2n wächst.

wie гр sich

Es war ct'a' a" a" = ßß /у — eta— 1 = ժ2; ferner folgt aus den Glei­
chungen (3), (6) und (12)

a1 cos ep a" sin ep —

et" cos ep — ei' sin ep —

ժ2 — a (ß cos гр Y s,n V) 
a ֊ ß cos гр — y sin ip 
ß sin ip — / cos гр

а — ß cos гр — у sin гр,

(53)

setzt man in dieselbe
a' — Ժ cos гр' ß = ö cos гр' \ (-հճ՝|

а" = â sin гр' у = ô sin гр' i
wo (f' und гр' konstante Grössen sind und welche Substitution sich immer annehmen 
lässt, da die Quadrate dieser Grössen sich zu Ժ2 ergänzen, so werden die beiden
Gleichungen (53) folgende Gestalt bekommen :

ժ — a cos (гр — г/р) 
a — ß cos гр — у sin гр

COS ((f' --  </)

sin (гр — гр'') 
а — ß cos гр — у sin гр

Aus diesen beiden Ausdrücken folgt:

ô — a cos (гр — гр') 
а — Ժ cos (гр — гр') 

sin (гр — гр' )
а — ä cos (гр —гр').

(55)

1 — СОЗ (ej)' — (ț) =

1 + cos (tp' — (p) =

(a — ď) (1 + cos (гр — гр'՝)') 
a — Ժ cos (ÿ — ^1)

(« + ժ) (I — cos (гр — ^1)) 
a — Ժ cos (ÿz — y/1),

(56)
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und aus ihnen durch Division die Gleichung

tg y)#s*ł (Հծ-yF) = ............................ ... (57)

durch welche der Winkel ip aus у leicht berechnet werden kann. Auch folgt aus 
ihr, dass die Winkel |(y'— y) und (ip — ip]) in derselben Zeit wachsen oder 
abnehmen und beide zugleich um n oder 2 n vermehrt werden. Wir können also 
in den transformirten Integralen die Grenzen ebenfalls von 0 bis 2 n nehmen.

(58)

Wenn man jeden der drei Ausdrücke in seinen Theilen intcgrirt, so sei in Լ 
ť g ф — ас gesetzt, woraus 

sich ergiebt und der erste Theil des Integrals I. erhält die Form :

Wenn aber der Ausdruck N für keinen reellen Werth von <f verschwindet, so 
gilt dieses auch von g — g-1 cos 2ф— g՛11 sin 2 ф und es haben g — g-1 und g — g՝11 
dasselbe Zeichen, wie man dieses auch daraus sieht, dass wenn ф = 0 und = n 
gesetzt wird, der Ausdruck immer auf derselben Seite des Zeichens bleiben muss.

Da nun
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multiplizirt habe, so wird sein Werth

und in den angegebenen Grenzen wird dieser Bogen 2 я, so dass

« ti ф 
'cos2 ip—g'112sm

ß 2ո
■շ^~ V(g—ճ՚՚)(տ֊-s1")

2 yryçz'-j-g-) (ZH-|-g)—-m2 
fe—S՝1) fe—S’2) >

nacliem für ռ dessen Werth aus (22) gesetzt worden.
Um die zweiten Tlieile der Integralausdrücke (58) zu integriren, sei in

(60)

cos ф d ф 
g — g' COS 2 ф —g" sin 2 ф

x für sin ф gesetzt, wodurch das Integral die Form erhält

f-

Hier ist der doppelte Fall zu berücksichtigen, ob g' —g" und g — g' dasselbe 
oder entgegengesetzte Zeichen haben, d. h. ob ihre Auflösung auf Kreisbogen oder 
Logarithmen führt. Für beide Fälle lässt sich nachweisen, dass der Ausdruck in 
den gegebenen Grenzen verschwindet.

1) Haben g' — g" und g — g' entgegengesetzte Zeichen} so lässt sich

in die beiden Theile zerlegen
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die nach der Integration geben :

oder es wird der zweite Theil der Ausdrücke (58), wenn g-1—g1 und g — g ver­
schiedene Zeichen haben:

welcher Theil in den gegebenen Grenzen verschwinden muss.

2) Bei der zweiten Voraussetzung, dass g'—gJI und g— g1

und wir erhalten also

auf dieselbe Form gebracht, wie

gleiche Zeichen

der erste Theil

ß
соь'фгіф

cos 2 ф—g ' տ1ոճՓ
ß

I (s- —S'1) (sr' —S'")

der Bogen aber, dessen Tangente = V՜----- ֊ si/іф ist, wird 0 Гіігф = 0, wächst
’ Ճ' S'

bis Ф —■ 90° im Positiven, nimmt von da ab bis ф = 180°, wo der Bogen wieder 
0 wird. Eben so ist sein Wachsen auf der negativen Seite bis ф = 270° wird und 
sein Abnehmen von da ab. Es ist also der Bogen = 0, wenn ф von 0 bis 2 n 
gewachsen ist.

Dasselbe Raisonnement lässt sich Schritt vor Schritt auf den dritten Thëil der
Integralausdrücke I. (58) anwenden und giebt auch die aus diesem Theile resulti-

6



22

Ausdrücke :

IL (63)

1

. (64)

und

«

ß i — x 
a —r cos ф, 
ß — г sin ф,

so wollen wir doch der Vollständigkeit wegen diese Integrale

֊ in seine Partialbrüche und durch die Integration 

wie sich diese Resultate unter die Gestalt der ge-derselben aufsuchen und zeigen, 
gebenen bringen lassen.

Es war zu dem Zwecke:
1 1
N I— 2

1
~ z—

rende Grösse —0 und es ist überflüssig zu bemerken, dass auch IÍ. und ¡II. nur 
durch die Integrationen ihres ersten Theiles erhalten werden«

Somit werden die drei

dtp
'o՜ "Г

f(1 4֊ a cos 4֊ ß sin <p) (1 4՜ «' cos q> 4՜ ß' sin </>)j 

Ż ք(1 4՜ ր cos (ф —Հհ)) (1 4՜ »'՚ cos Լ(ք> — փ'))1

a' ~

a, a', ß, ß' r und r* durch die Gleichungen (34) und (50) bestimmt wurden als 
»»" — V»»11 * — (/' -ПнГ^гТ) 
--------------- Ti-----Հ՜\----------------’

'•-J

’Л»
P"ÈTC ___________________
I coș ср dtp 2я ] (Z — g) (Z11 4՜ á՜) — *»-® 

«Л. ЛГ -
Tt _
(p dtp 2 tt }'(Z — 5՜) (Z1 4՜ S') — in"֊í 
N -

auf welche sich auch die drei anderen Integrale, wie dieses noch nachgewiesen 
werden soll, zurückfuhren lassen.

Obgleich der erste Theil der vorgelegten Aufgabe durch Vorstehendes in allen 
Theilen gelöst ist,

durch Zerfällung des Ausdruckes

III.
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Wir wollen nun

setzen, wo z die Basis des natürlichen Logarithmensystems und ։*= | — 1 ú 
wird, da

ist,
1 s2 )

(TR cos(<p — փ))(14֊r!cos(<p—Փ)) (s+«22-¡-6) (z-j-alz2-ț-b,)'f

Wenn man diesen Ausdruck in die beiden Partialbrüche zerlegt

P + 4Z I P՝ + </'* 1
ճ 4֊ aa2 4՜ b ՝ ճ 4֊ a՝z2-\-b՝ ’

so dienen zur Bestimmung von p, p՝, q und q1 folgende vier Gleichungen:

pb՝ 4֊ = o \
qb 4՜ bq՝ p 4_pl =01
pa՝ 4֊pi<z + <z_|_<zl=1/
q a1 4՜ a ï' = 0. ]

Aus der ersten und vierten derselben fliesst p =—p՝ und q~ — 

und dieses in die zweite und dritte gesetzt, giebt die beiden Gleichungen :

(65)

, so

(66)

(67)

(68)

(69)
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woraus dann die Grössen p, p1, 7 und 71 sich ergeben:

(70)

(ճ1 — 6) a'
(6a1 — аб1)՛2 -|՜ («* — «) (ծ1 ֊6)

(6 — б ) а
(ба — ab ) 2 ֊|֊ (а1 — а) (ծ1 ֊6)

(аб1 — 6а1) 61
(а16 — 61 а)2 -|՜ ("՛ — о) (6՛

-б)|

(а' 6 — аб1) 6
(а 6 — 6 а)2 փ (а1 — а) (6 — 6)*^

(71)

Nun wollen wir die Werthe der Grössen a, ax, Ъ und ձ1 aus (65) zurück sub­

stituyen und für e u, e 111 resp. schreiben eos x -f- i sin x und cos x — isin.v,
so dass

(cos (f + i sin q>) (cos (f— i sin <f) = i ; .......................................... (72).

dann wird der Nenner der Grössen p, p', q und q', wenn er mit Л'1 bezeichnet 
worden

7V! =r] 2 r2— ‘Irr' cus (ф— ф1)— (rr՝)2 sin 2 (ф — ф1) ; . . . (73) 
sie selbst bekommen folgende Gestalt:

r2 — ł՛»՛1 cos (ф —ф') -]- г rr' sin (ф — ф1)
<1 —----------------- ------- ---------------------------TV1 I

I V12— ГГ* COS (фф^)— irr1 sin (xp — ф1) I
4 = Ã7 . . . . (74)
p   »՝2 i՛1 »i« (ф — ф1) (sin (<p — ф) ։ cos (<p — фУ) í

pi — yl 2 r sitt (ф—фі) (s¿n (g, —фі) -j- j cos (<p—Փ՛))• / 
___ Ji

Diese Ausdrücke wollen wir in TV substituiren und zwar in der Form wie sie
(68) gubi, so wird
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1 ֊|֊ r cos (у — ip)
(75)

. (76)

Eine genauere Betrachtung seines zweiten Theiles

d ф

x.r

dx
u. —j— ¿ a, — b) x x

(r2—րր' cos (гр—гр')-ріт' sin (гр—ip') (i r sin (ф,—гр)ir cos (ф— гр)) 
і—Х— 1 ՜ "
N № \_|_гі2 —rr'cos(ip—гр' )—rr'sin( гр—гр' )(Ц-г' sin ( ф ֊ ip')-pir' cos(<fj֊lp))\

l+r'cosfy — ,
l-\֊rcos(jp — гр) J V

irr'sin (ip— гр') [

und es bleibt also :
l — l_ 1 
N N'

լ 14՜ >-1 cos (cp — гр')
Der imaginäre Tlieii in diesem Ausdrucke verschwindet, denn er ist

1 ֊]- r cos (ср— гр) 1 r' cos (ср— гр') I
i -J- r cos (гр — гр) 14՜ r' cos (ÿ — ip')i*

շ — րր' cos (гр — гр') .г12 — г r' cos (гр — гр') \ 
14՜ r eos (гр — гр) 1 4՜ cos (гр — гр'') 
( г sin (гр — гр) r' sin (ср —гр') í i í
í 1 4֊ г cos (гр — гр) 1 4՜ r' cos (ср—гр')г J* )

Wenn wir diesen Ausdruck (76) mit dip multipliziren, so giebt er das erste 
der vorgelegten Integrale J՜^՜* 

zeigt aber, dass
Г Г sin (гр-гр) _ r'sin (гр-гр') ] , = , Г
L14-reos (у—гр) 14-г1 cos (ср — гр') J ճ լ

der Form:Jű + fr —,

2 д»
cos z — -j- ՜՜ —, sin z = ——-----  und dz —

1 4՜ x x i ֊|- XX
so wird dadurch

Լ_ճ_ Ľ 2 r
/ « + ócosx J a ֊I֊

7

oder

Лг««(у —V>) _ r'wwCy — V>') I (7 = 7 , c I ,77x
1 VCOSÍsp—xp 1+r1 COS (y — 1-p r cos (y—t/z) )

ist, welches in den gegebenen Grenzen von 0 bis 2# verschwindet. Es bleiben 

also von /Հ- nur die beiden ersten Theile übrig, von denen der zweite sich 

aus dem ersten durch die Vertauschung der Indices von r und гр ergiebt.
Г dz . .

Hat man ein Integral von

1 ֊
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1+r

Ț1 — i

und ist 6 < a und beide Grüssen positiv, so erhält man:

zurückführen, wie dieses in Folgendem bewiesen werden soll, 
Es sei

P — 1 4՜ « COS (ț> -p ß sin <p
P1 = 1 + cos ‘f 4՜ ß' sin (f,

so giebt dieses:
d ■ log P a sin <p ß cos cp 

dtp P ' P
1 acosw , ß sin q>1 - p = p +֊4^

2 яг j»՛2—rr1 cos(ip—гр')
(Г^ЩѵЧ՜

Nach dieser Analogie wird, wenn
a = 1 und a' — 1
b = r b' — r1

gesetzt wird, aus dem Ausdrucke (78)
Í____
/ l-¡-rcos(

/____
І 1-t-r1 «*>■(<,

ք—Հձ___ ___ 2
J a -f- b cos z j а2 _

Ո 
dip
IT ( j 1 _ľ,Í2

Auf dieses Integral lassen sich aber

/ 1 ֊freos (y—f) ]1 —

Г___ t? у __  2 1—r1
/ l-fr'cosíy—ÿ1) |/1 — ։ 1 ֊|֊ r[ ծ

Die Bogen aber, dessen Tangenten resp.

ľtÜ ' s Чг "1 'S
sind, werden wenn <p von 0 bis 2л wächst, л und wir erhalten also:

— arc . 
62

(81)
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und zwei entsprechende Gleichungen zwischen a', ß' und P1, Wenn wir die erste 
derselben mit a, die zweite mit ß und wiederum die erste mit ß, die zweite mit a 
multipliziren und im ersten Falle beide subtrahiren, im zweiten addiren, so erhal­
ten wir

f-1— ժ'^ = (“’+ր) 

«-’֊+ ?= <«=+ռ

sím g;'
P

cos y 
“p՜

zu multipliziren und in den gegebenen Grenzen 
tu

wir mit d<f

dtp
Հ

— ip)

ր cos Qcp — гр)

P
s..zu haben.

Diese Grössen haben 
zu integriren, um

։ -f- i է 
in nab

--- յ-լ

• (83)

ր an 
j cos cp dtp

«Л p

а 7т
dtp

Jpan
d.log Ճ + r cos (tp — гр)) у 

O dtp (ք>'
-V—Ê—

«2 + A2

Von diesen drei Theilen verschwindet immer der dritte in den Grenzen von 0
2n 

bis 2n, der erste wird 2 n und der zweite nach Anwendung von (79)

so dass wir auch schreiben können:

ԸՀ тс
und I sin ср Д ср

Jo P

Mr |
Dieses giebt:

ԸՀ тс
g sin ср Дер ß

ԸՀՈ
1 Дер ß I

'oí + r cos (cp — гр) а2 + ß2 tл - a2 + ß2 «֊/ք, I -f- r cos (/p

ct
«2 + |52 ’Л»

Ր87ր i
cos (f>ã ip а

dcp

Ռէո
d(p а

r

oï֊f-rcos(<p — у)~ «շ ֊1֊ ß2 о «2 + ij2<'bi
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(84)
іу 1 — Г2 — 1

sin2 <f) d <p

*)«
(85)

durch Addition, im zweiten

. . (86)

'ol-f-r'cosQp—ip')

Setzen wir
Formeln für

] 1 -r2 — 1

y'l — r3

]/1 — r2

Der zweite
Form

/1 + r cos (tp —

und den entsprechenden, wenn man r und ф mit r1 und ф1 vertauscht. Um diese 
zu finden, können wir wieder die identischen Gleichungen aufiiehmeu

. sin cp a cos cp sin ср
sen ср-----p~------  -----

pan
I sin ср cl ср 

Jq I 4՜ ր' cos (ср — ф)

Theil der Ausdrücke II. und III. besteht aus Integralen von der

________ I a s in 2 Փ
P P

cos co a cos2 cp .  sin cr cos m
cos ф - у = ~P

und erhalten, wenn die erste mit a, die zweite mit ß, dann die erste mit ß und 
die zweite mit a multiplizirt wird, im ersten Falle 
durch Subtraction

. , _ sin (В COS (В , „ , , 
a sin ср 4՜ ß cos ф — « ՜՜ո----- ß —p ՜ (а2 т^2)

ß sin ср — a cos գ — ß a ~ փ (иа ֊[■ ßi)

Diese Ausdrücke sind mit d ф zu multipliziren und zu integriren und wir er­
halten dann

pan 
j sincpclcp շ sin ip

4֊ r cos (ср — ip) “ r
pan
I COS ср А ср __շ cosip

’'o 1-j-reos {ср — ip)' n r

für r und ф jetzt ր՝ und ф1 so erhalten wir die entsprechenden

f cos2 cp cl ср Г cos ср sin ср d ср
ф)’ J 1 ф г cos (ср — ф)* ԱՈ J1 -j- r cos (ср — ф)



29

1 /

cos2 <p <1 <p

/1 -j- r cos ((f—ф) «2 +<S2

/cos cp d (p , . Րsin <p d (C 
P +V P

Drei ähnliche Gleichungen giebt die Vertauschung von r und ф mit r1 und ф1 
für die Integralausdrücke

Г cos q> sin гр d <p 
J 1 ф-т' cos (у — Հ

/cos2 g), d (f __  1
1 -֊V֊ r cos (cp — ip) a2 -|- ß2

•os g) sin g, Я g, a Ը. , ß  , a fslncp , ’

ß 2 Г cos g d (p aß f <l g>
՜ a2 + ß2J P a2 + ß2J~P ’

In dieser Zusammensetzung- sind keine neuen Integralausdrücke hinzugekommen, 
die nicht schon durch die früheren (84) und (79) gegeben waren, äusser 

in cp cî<p und J'cos cp ã <p.

Beide verschwinden aber in den gegebenen Grenzen von 0 bis 2 тг und es lassen 
sich also II, und 111, in allen ihren Th eilen jetzt zusammensetzen.

Um I

fitt
j sin ф cl ф

’Л TV

auf diese Art zu entwickeln, wollen wir (76) mit sin ф cl ф multipliziren und in- 
tegriren und bei der Integration Anwendung machen von den eben entwickelten 
Gleichungen (79), (84) und (87), nachdem zu denselben die entsprechenden in r1 
Ф1 gebildet worden sind.

Dieses giebt uns:
8
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À.

,2ՃՕ'3

• bon !n

(88)

I í

»•' y 1—r1 2 

rcosip( I 1—r^gos2 ip-\-sùi-ip)
H-րՎւք 11 >,2_)

, rsin2xpcosxp Q/l —r2—1)
՜1՜ y 1_,2 (14- yi -72Ț՜ 

— г1 cos ճ օշ֊ г12 cos2փ' -j-s?o2 Փ')

Ն
Ifi яэЬпі

2тг >
(/—շլ/v՛

<հՆ y ։xVm «օձ
IL =
І1Ч

~'f. >

Der zweite Theil dieses Ausdruckes reduzirt sieb, wie man gleich sieht, in die
_r.-J. ____

—r2 1 + 1 1 — И2)’

ձ naliâdȚ л >ii íúIIä í 
-- 9'2 J = շ*2

} 1-Г « (1 ¡-Í.I 1-r -) 
—r]sill֊tplCOS1¿ll( I í — r12— I) 

\ yr^Hü+i■ŕ+’j.

einfache Gestalt von:
, . ■■՝/ rcosÝ

’ք՞՞է՜ճէԱտճր

¡1 — r 2 } 1 — r2
_ Г ж (փ - Ճ cos ф| - ՃՅՃՃՃՃՋ + ճճճճճճ.

] 1-Г 2 У1 — r1 2nt nab; 5ib flodl-j: tab t's ыаіиЬсіг .֊ so) bau . ' Дбх) я»

Von diesen Gliedern vereinigen sich mehrere mit den aus dem ersten Theile, 
wenn wir denselben so zerlegen:
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V ւ — r12

2я
u-(l-l) N'

. г зигф fi 1 
н----------- —

—v’1 sin ф1 — r sin Փ' cos (ф — ф')

լ փ ,TI sin (ф — փ') ^֊==-

. , t . , , , f.K rsi/іф г' соа(ф — ф')мпФ
r sin ф — V՝ sin Ф cos (Ф — чл) — ■՛—^՜ П------------?;===--------J 1 у 1 — r 2

r¡ sin фі i r cos (ф— фі) sin фі
J 1 — г 2 ՜ -'2 ’

-1- (r sin гр—»■' simp ՜)i (г sin гр' —г sin гр)

Auf demselben Wege gelangt man aus der Gleichung (76) nach der Multiplica­
tion von cos q> d(f> zu:
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\

2тг
(Z — 2) №

րճ

e e e • e (90)2тг
֊ (l-Ä) №

= -Г)(ф 
sinÇt/յ--

h

Tl _______
I r1 sin Փ' (y 1 — г1 2 sin2 ф1 ф cos2 ф1) 
+ (1 f ТГ-Т^')

У i — ť2 Հ1 + f 1 — 
—г1 cos2 Փ' sin Փ' (У 1 — r1 2 — 1) 

(1 + yï - r12J

г1 2 sûi2

„ r I J—f

f O12 — «•'■cos (Ф — Ф1))

— r cos2 Ф si» ф Cl 1 — ’՚2 — 1) 
í yï —«2 [i + yl^T2) 

ł — r SÍM ФСутсут sím 2 ф 4՜ cos 2 Փ՜)

uud nach derselben Reduktion wird dieser Ausdruck:

Рая
HI, = g cos (f ã <p

Jo՜^

!— Vх (cos (Փ — ф1) COS Ф 4՜ stn (ф — Ф’) Ф) ՜ ՜

— г (cos (ф—ф1) cosՓ1 — siu (ф— Փ1) siu ф1) ——===—-

r ր1 sin ф1 ր sin ф 1

2тг
— (7—Л)2Ѵ «

(r cos Փ' — t cos ф)

լ/1 —r12

Г 1

yt-*։ J

_ 1 1
i /1 - P ]/i —r12 J
fr1 sin ф1 r sin Ф 1
іуі— r1 a Vl-r2]'
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Wir wollen nun die drei Resultate zusammenstellen, die jede der beiden Metho­
den gegeben hat und dann untersuchen, wie die einen auf die anderen zuriickgefiihrt 
werden können.

2тг

1
(91)

/

о -¿V

Ш. = I

J__________ 1
M — r՜2 VT—rľ2

r sin гр i "j

ŕ>S7T
ял (p d (p 
T՜

 2 7Г ]/(? — £-) (Iй-j-g-) —»ť 2
(s՜ —S'1) ks—s")

wo der allgemeine Nenner N] sich ergab (73)
jyl — J.l 2 _|_ J.2 --  2 rr\ cos (ф — ф!) — Г2 Í'1 2 SZM 2 (ф-- Փ')

oder, für r, »•*, cos ф, cos ф1, Ճ ф, տա ф1 ihre Werthe gesetzt, wie sie in den 
Gleichungen (50) enthalten sind,

JV' = Ctt - Ci')2 + (/5֊ /31)« — («/$' — /Sa1)2 
О-Я)2 '

Nach der Substitution von (34) wird der Zähler dieses Ausdruckes 
И2 - (Z1 + Я) (Z ֊ Я) + ml2 - (Z11 ф Я) (Z - Я) - ա2 + (Z" + Я) (Z! фЯ)]4.

d. h. das Differentiale unserer früheren kubischen Gleichung in ihrer geordneten Ge­
stalt, wenn nach der Differentiation æ — X gesetzt wird, so dass also

9
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Д1 = Ц-ИМ֊^֊‘ ............................................................. №

wird. Wir haben in dem Früheren eben so gesehen, dass
, ,_______________ ÎI — îil
+ VcT^í-2) ( 1 — ր'12 ) = -Ț27Ț- ;

es muss also auch
____________ ______________ _________________ (շււ_ւշ)(;ւ_շս)
Vß^-a^ß'=#:7(1-ր')(1-ր'Ն =±՜(7Լյ.յ7յ-լ^յ՜ (93) 

und
(/8 У1 —a'2—^2 f /8' УГ—՜V2 — fi*)* 1

=4ml2—2(?14-2)(?-2)-4»է2+2(?'+2)(1'+2)-2ց"+2)2+2(?'+Հ(2'-2") (94) 
(Z — Я) 2 )

e4 м'* —4m* —2 (Z"+ 2)(Z— 2-Z' - 2 + Z" + 2 + 2" -2')
(I — 2)2

= 4m12—4ме —4(7" + 2) (Z" +2')
a-2)՛

weil I — Z1—Z" = 2 + 2' + 2" war ; woraus:

ß] 1 — a12 — ß'2 + И Y. — a2 -/82 = ] 4 [»:'2 - m2 - (Z" + 2) (Z'4-21)]. (95)
Auf dieselbe Weise erhalten wir :

«4'1 — a2-ß* a У-l — «'г — ßi 2 (i-;.)» ՚
also

C«1 ]'1 — a'2 — ß'2 + a yi-o^-ß' 'У
= lm"'2—4m2—2(Z' -j- Я) (7—Я) -j~2(Z" 4~Я)(7' -рЯ) — 2(7 -|-Я)2 4՜ 2(7' -¡~Я) (Я1 —Я11՝) 

(7 — Я)2
= 4 от"2-4т2 — 2(7' + Я) (Z-Я-Z" - Я + 7' փ Я + Я" - Я')

(7- Я)2
= 4 m"2 — 4 m2 — 4(7' f Я) (Z' f Я"),

(Z-Я)2
woraus

Ț 4(wii 2 —m» - (Zi +¡2) (Z1 f ŻM)) 
(Z-A) (96)
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Eben so ist
Ql _ «2 -У + ]1-«ւյ-ր)’

e շ (l-Փ - n M> 2 _4m"8+2(Z' + 2)(Z-2)f2(Z-A)(r+2)+2(Z_2)(2'_2")') 
(Z — 2)8

= 2(Z-2)(Z-2fZ'f 2fZ' + 2f 2'-2")-4да"-4да"«
(Z — 2)8

woraus

jT֊-P + yr^ = .... Թ7)

Es war, was die kubische Gleichung anbetraf,
(r — 2) (л1 — 2 ) Gr — 2 ')

— — 1 [(Z—.r)(Z' ф.г) (Z11 ֊|֊ .r) — да2 (Z—.r) — да12 (Z' 4՜ л-) — да112 (Z1 x) -j- 2 да да1 да' '] ; 
die Differentiation dieser Gleichung giebt :

(л—2) Qx—2') + Gr—2) Gr—2") + (л-2') Gr-2'i)
=да'2 -|-»r12 —да2 4՜ (Z' -f-֊r) (Z'1Ц--r) — (Z — ,r) (Z' ֊ք-л-) — (Z"44r)(Z—-r), (98)

und setzen wir hier x —— Z", so verwandelt sich der Ausdruck in folgenden:

(Z"+2))Z"+2')+(Z"+2)(Zl'+2")+(Z"+2l)(Z"+2")=W| 2+OT"2-№2-(Z+Z")(Z'-Z").

Hieraus wird mit Hülfe der Gleichungen (19)
(?4-2) (Z"+2")=mi 24-даЧ 2_да2-|-гіі 2_Z'(Z'—Zf2+2'+2"+2')—2Z"=—2'(2ք2"), 

oder
(Z" +W + ä") )

—да'2֊ր,ո',ճ — да8 — Z"2 — x1(Z—Z' —Z"—X') —Z"(—X1 —X"—Z"-|-2XI-f՜X11)) (99) 
= да12 -|՜ да" 2 — да2 — (Z — X') (Z' ֊I՜ X1)« )

Setzt man aber in die Gleichung (98) x — — Z', so gelangt man durch die­
selbe Transformation zu dem Ausdrucke (Z' + X) (Z' X")j es wird mämlich 

(Z'+X)(Z'+X") \
==OTi8 + »«"8-/n2-(Zi+Z)(Z"-Z')-(Zl+X)(Zi+Xi)-(Z' + X')(? + Äi|) ,I00
— да' - ֊Ւ Wí" 2 — да2 — z" z — z^i 4. z" x14՜ X12 í
= M՛ 2 + да"2 — да8 — (Z — Л1) (Z'I -4 X1). )

Auf dieselbe Weise giebt x = l gesetzt die Gleichung

I
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(Z— Я)

(102)

,.ւ շ

,2

(ЮЗ)

]/l_a2_ŕ2 + уі_«І2_^І2---------------_____------ !

und durch die Substitution dieser irrationalen Ausdrücke erhalten die Integrale I. II. 
und III. in beiden Entwickelungsmethoden dieselbe Form.

Es war nämlich

(Z— 2)(Z—2")=»։,2+«!է2—(Z—¿')(Z—(Z—2)(Z—ź')l
= in' 2 4՜ mM 2 — m2 -j՜ (Z1 + X1) (Z11 + Z1)

Durch diese drei Formeln (99), (100) und (101) werden die drei Ausdrücke 
(95), (96) und (97) nun folgende: 

# тт=^+i ֊ wma

«I ł +«iö^=2_rçE№E՜

гу^+я^г'+лу^,

2тт ՛- ~r‘ 
— (KL Л) л՛ ]

2 тк (Z—2)
=4(Я-Я') (Ź-Л

2 л (Z — 2) 
~4(2 —2’) (2 — 2")

2 yr (՝Z —- 2) լ2
^4(2-21)72-2") t

und also
C в тт ____ ,______ _________

Հ</լ == 2TT]/(Zi + 2')(Z"+2')-^

ZV (21 — Я) (Я1—շ՛')

Wenn man in dem Integralausdrucke
ратт
I sin ср ä ср 
Հ՜՜ր

 
j 1 — r2 ] 1 — v'2

_____ _____ __ ) (т'Г^+уГ 
'-“’֊ŕŕ'-ľi- ’-2 yi ֊ ’'2¡ ІТтГуТ:

— 2-Z' — 2-Z'1--2—շ՛ + 2'11 2]'(TfÃi)(ТЧГуу
Z —շ շ՛-24
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für r, г1, гр und гр' ihre Werthe in a, , ß und ß' setzt, so hat derselbe die
Form:

ръп
I sin (p <I ф

<Л> N ՚ •

2 ո _____
~ 4(7^-"ЩГ-2і) (2 — Â")

(Z-Â)2

+ (ßa' — aß') (y“j-_ ф 

Multiplizirt man den in Parenthesen eingeschlossenen Ausdruck in Zähler und
Nenner mit ßß', so wird er

oder

{до7г_\.^} 

+ w* - да1 - <։՛ • p+««՛ m да1 , __ i.

Hier kann man in jedem Theile ß2 ß' 2—ß2 ß'2 addiren und gelangt durch

zu folgenden Transformationen:

EA*' 1 1 — «2 ~ß* У ï — «I շ _ 2 + ß2ß,a — ßß'

ß | F— KTLy2 ffiyi—«2—ß2} _ 
W y [ Г— «՚2 — А2 ։ ’-f- «a1 ßß'՛ ]

d. h, nach (102) zu
10
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(21֊Áll+Zl1+2-ž + 2 + Zl + 2)2 ]/(Z -21) tfi + Â1)-«"*
(/ — A) (А[ — A")

und

2тк

(I—2)

und wird, wenn man den in Parenthesen eingeschlossenen Faktor mit cta' im Zähler 
und Nenner multiplizirt, beide Th eile die in

1 1
1 — a2 — ßi und |;i _ ß’ 2 —

muhiplizirt sind, absondert und ihnen — a?a' 2 4՜ a2ß12 addirt,

— (2՚-2)(2"-շ՛)
Dieselbe Reihe von Umformungen führt den Ausdruck

ргтс 
i "sin if <7 <p  2 Tt (2 — 211) j/ (Z — Я1) (Z1 + 2') — »i

-ív (2 — շ1) (2 — շ|!) (21 — շ11)

jyi у_ շյ ] 1 — а® — ß2 У1 — а1 2 — jï1 2 -f՜ а2 а- 2 — «а! 1 
+ оаідеі ձ 15 T'1 - + «՚ I 1

-* ! аа' \ 1 — а2 — ß'2, У 1 — «' 2 — j 
2тг (2' _ 2'' f Z"+2 - Zf 2 f Z' f 2) 2 У (Ž^X^+2Ť)C^

л1 (z — 2) (Z—2) (շ1 ֊ F) ,
woraus sich ergiebt

auf eine ähnliche einfache Form,

Es war derselbe

1

d
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Çcosydcp 2 ո ] (7 — Я') (^' + Я1) — w'2 i ;.;... í ; í (105) 

tv9 -TV (Я1— Я11) (Я—11) ♦

Die Ausdrücke (103), (104) und (105) sind aber dieselben wie in (63), da 
Я, Я1 und Я" und g-, gJ, g111 die Wurzeln derselben kubischen Gleichung sind; doch 
ist in (104) und (105) das Zeichen der Quadratwurzel negativ in [103] positiv zu 
nehmen, wenn die Ausdrücke auch in den Zeichen übereinstimmen sollen.

auf L, 
bilden :

Um die Integrale

II. und III, zurück zu führen, wollen wir aus TV die identische Gleichung

¡^-2 соз2ф֊ѴіП8Іп2ф = N— —2іц' 8гпф — 2m"cos<p. . (106)

2

I
(108)

sin2rp = 2

cos cp

Nachdem dieselbe differentiirt und durch 2 մ <p dividirt worden, wird sie

mcos2<p — -—sin2у = ‘-֊֊ -¡- m11 sin <p— ni1 cos<p. . . , ............... (107)

Von den Gleichungen (106) und ( 107) können wir die erste mit -———-, 

die zweite mit m multipliziren und addiren, so erhalten wir

cos 2<p

und auf ähnliche Weise:
1 í (Z'4-2Z+Z") (Z' —Z"| dN

cv

— } JsZ/iy + ^m1 Հ՜շ7՜\ —2w,,i'J

Die Gleichungen (108) geben mit dip multiplizirt und durch N dividir! die 
Werthe von

-j- [»i11 m — in' (l' — Zl!)] sin <p — \յո' /л-}՜ in" (Z1 Z11) cos y]

1 1 TV!(Z՛ -Z")i-l
7' - Z",

c
2 >

-f֊ 7/12 ť ւ շ j . 2 )
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oder log N,

՜>ճո n
2

(109)

Die Grenzen 0 und 2 я geben ferner eine bequeme Integration der gegebenen 
Integralausdrücke durch Reihen, Man braucht zu dem Ende nur

реп
j sin (f dtp 
Лт՜

— Z")^IÍ. փ Jtoí1 — (—շ—) »»‘'J III.

n_____( m(Zif2Zf Z")I.
Г

1 f sin 2 <р d tf
J Ñ

wird, auch die drei letzten der vorgelegten Integrale entwickelt, als 
paтс n y'-l» , ( , (Z'-Z1) W)V-

YV^lco^tf-dtp— Д'-Г’Ѵ , , 2 + V" 2 'Հ-»—Ы +-I i

— Qn' (Z1 —Z") — »?' ж) II. ֊I- (֊֊2— »i11 —՛ո՛") III. j 

(7'-?W)jL

реп 
I cosZcpitp und

•Հօ -ZV »v«
durch schon bekannte Integrale ausgedrückt, bis auf die Form

dtp 'd'f' Dieses ist aber

welches in den gegebenen Grenzen von 0 bis 2tp verschwindet; und somit sind 
endlich, da
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1

1

*+ՃԻ + ֊]

________i________und__________ i________
1 4-r cos (<p — чр) 1 -j- r' cos (ср — ip)

in Reihen nach den Vielfachen der Bogen (<p — ip") und (<p — гр') so zu entwickeln, 
dass sie konvergiren.

Es sei also
1

2y
r

֊у+з/2. + !

1 4- 1'1 — r2 , 1 — ]/l ~ r2
а = —Í—4---------- , ճ =----------- r----------  

sind, so giebt die Zerfällung in die Partialbrüche 

ճ֊„

Í ■ — 2 ]
aus den beiden Gleichungen: ! “ = r՜ ! und es wird also

4֊ ßa = 0 ) 
________1  __ 1___ j__a__________ LJ '
1 4֊ r cos ((p — y) |1 —r3 ¡ y 4- « .У ~ ծ1

Die beiden Wurzeln sind hier reziprok und also « — y. Entwickelt man den- 

jenigen Theil nach absteigenden Potenzen von y, in welchem die Wurzel < 1 ist, 
hier den zweiten Theil, da r < 1, den zweiten nach aufsteigenden Potenzen von 
y so wird

Wenn — a und — Ճ die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung 

2y2 4՜ ՜ 3/ 4՜ 1=0 bezeichnen, so dass

1 + r cos (<p — гр) J շլ | ег (ф—гр) _յ_ с— і (у — грД і

wo г — у — Í gesetzt worden, so wird, wenn у für elV*) geschrieben worden, 

der zu verwandelnde Ausdruck:

11
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1

1 --  2 b COS ((ț) — 'փ") I

-----֊í֊֊ —
1 -j- r cos (y — 1/Հ)

ръп
j dtp 1 /

J<TN ~ (l—V№\

рЪтх
I (r2—rr]cos(tb—W')') ֊'L í

M# 11—r2 |֊j-2 62 cos 2 (y—ÿ)—

+ pr|a-rrlCM(,/,-,/,!)) __^Փ_ j1՜^' cos(y W

Реттt( -՛■_____________________

dtp,
wo der dritte Theil nach der oben gemachten Bemerkung verschwindet; aber auch 
in dem ersten und zweiten Theile haben in den gegebenen Grenzen nur diejenigen 
Terme Werthe, wo <p unter sin oder cos verschwindet, da im Allgemeinen sowohl

j1՜6 W +62 k+բ! -63 k+p!+••••( 

und für y den Werth zurück substituiri,
______ 1______ __ 1 /1 — 2 ь cos (<p — փ) + 2 b2 (cos2 ((f — փ)\ 1
1 -j-rcos(<p—rf>') — |1 —r» Լ — 2 ծ3 cos 3(<p — гр) +........ /J

Dieselbe ^Entwickelung muss für den Faktor :—r—¡—-,------- ¡- eine ähnliche
1 +»•'' cos Լէք- гр')

Reihe geben :
______ 1______________ 1 /1— 2è1 cOS((f¡ — l/j]) -j- 2b'12 CiOS2(гр — гр])\ )
І + г'смСф —— 2b'3cos3(<p — ip') +........ /( (H1)

Diese Reihen wollen wir in die Ausdrücke

/dФ pin rp. d (p pcos (p . d cp
N , J TV ’ J TV

einführen und die Integration in den gegebenen Grenzen ausführen. Es wird da­
durch nach (76)

1 _ճ_ւ _ւճ_ 
a ' a2 a3 ' a4
b . b2 b3 . b4
У ՜ Уг У3 ՜ У4
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r2)

1
— TV1 (Z-Я)

уі_։.і2

’ о
verschwindet, wenn p eine ganze positive oder negative Zahl ist. Es wird des­
halb

ýi— r1» I

— 2 b'cosÇcp— гр')-\-2Ъ' 2 cos2(cp— гр') —/ 
und, wenn man die Produkte der trigonometrischen Funktionen in die Summen und 
Differenzen zerlegt und die oben gemachte Bemerkung über die Grenzen festhält:

/ էր'2 — rr1 cos (гр — ip ) b sin гр rr1 sin (гр — гр՝) reos гр ■

Г г тс ргтс
sin (р срр гр) d ср als 8 cos (p (p + р Ф) dtp 

*֊ о

-1-6» „а

J f 2 n Г r*i-rr'cos(y —
9 N ՜ «41-X) L Vl—r*

wie wir dieses schon (80) gefunden haben.

Mit Hülfe jener Reihen wird nun aus 
/'sin<fd(f>

~Ñ~

Հ. ,, y p-2 —rr1 cos (гр—гр') ֊V г-ր' sin (гр—гр')тsin (,<p—гр)՜] [1 
յԴ Գ j/Г—

— 26 eos (у — гр)-\-%Ь2 cos 2 (у — —......... ]

-{-J'sin(f (1դ ľr՛ 2— rr'costy—гр')—rr'sinty—ip')r'sm(q>—гр')՜] [1

,.2

_ rr'sin(jp — îp')r'cosrpț_ . rr'stnfjp — гр'Зг'Ь'^созгр'] 
\ ]/1 —

und durch die Zurückführung der Werthe
- ~11 ~7¿ und LzjíEEí für 6 und ծ՛

r r\
und der Quadrate dieser Ausdrücke

2(1-1’։



gelangt man zu

. (113)

(r sin Փ — t' sin v

/

pan
I sin <f dtp

Jo՜՜ո՜

t (1— j j—լ J) ԼտսՀփ cos {гр—гр'՛) — sin (ф—ф1) շօտփ] 

11 — r2

֊Հ-—ДЗ Г-—[cos(i¡j—-^-sinÇip—tp^cosip^ 
Ț1 — r* 12

[r1 2 — rr' cos (ф —ф')— гт'1 sin (ф — Փ')տ։ո (<р—ф)] [I

— 26' cos (<¡p — ф>) փ 2 6'2 cos 2 (դ — ф1) —........].

Dieses ist derselbe Ausdruck, wie ihn die endliche Integration (89) gegeben 
hat. Auf analoge Weise findet man die Identität des durch die Integration vermit­
telst unendlicher Reihen gefundenen Ausdruckes von

рал
j cos <p d гр

Jo Ñ

und des endlichen oben angegebenen (90). Es ist nämlich
[՝cos (p d гр

J Ñ

12 — rr' cos (ф—ф1) фг՛՛2)՛' sin (ф — ф1) sin (гр — փ)] [1 i

— 2 icos (гр — ф) 4՜ 2 ծ2 cos 2(<р — ф) — •••••] (

’•d֊ïEZ2r'd-Ți^T)
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Von diesen Th eilen bleiben nach den Integrationen in den bestimmten Grenzen 
und nach der Zerfällung der Produkte in die Summen und Differenzen der trigono­
metrischen Funktionen

2тг

und hieraus 

рал
j cos<pã(f  

«Л՜iv՜ ՜
(114)О

,.2 у 1 _ yl 2

2 7Г

\ yi_ ,.I2 yi—r12

yi (1 — У1 — г2) [si« (ф — фі) s»« ф -J- cos (ф — ф1) cos ф] 
уПф!

_І_ *' (1 — Ț1 — г12) [síw (ф — фі) տ!«Փ' —cos ( ф— Փ') cosф1]
T / 1 ..I о.

Wie diese Resultate in die einfache Gestalt durch die Wurzeln der kubischen 
Gleichung gebracht werden, ist oben schon gezeigt; wie auch, auf welche Weise 
von ihnen die Ausdrücke

abhängig sind.

und

12



g<

¸���	�D �5
� �	
� �����S���� �	�� �<�7���������� �
�������� ���� �	��
�����D �C��� �

������� ���	 �	
� �l�����
���
�
D��� �	�� �²�������� �������5
���� ������� ����
�� ���� �

���� �j��
�� �	
� �^
���� ���?�	������ �5
� ���� �	
��� ����	�j�]� �t�	�� ���	��� �
������� �

7�� �	�� �@������

� 
����� Ir] � ��Y�	
 ���� �# �� � � � Í•

?��

�]���j��� �5��	�� �]���� ��� ������ �2���	 �
u����?� �y����� ��
�	P �t�	��� �������� �

	
� �,�����:�]���
� �	�� �²��D�� ���
 �	
���D �-��
�� �	�� �������� ���� ���	�������5�
�� �

?��7��������/

Í� �]S���� ��:D�
��

ˆ �
�� ���� ��I�����E��	
 �"��� �#�§��3 � �#:�!

D
��•j��� �	�� �@��
�������� �	���� �5����� �D�� ��
� �D��. ���	 ���� �
� ��. �	���� �]��
���� �

[
������� �7�� ��. ����	�j�]�� ���
��� ���� �	
� �
�������
�� �7��

#�$��ˆ ��	
 ��� �# ����
��UQÁ�33À±

?��

�]���j��� �5��	��� �5
� �5
� �	
�� ������ ���


­ �
�� � ��� �#� ���� U��	
 � ��� �#���B������ ˆ �4�#�U����� ��

?�D �-��
� ���?�
�� ������� ���� ��
� �	����

� 
�� ��� �#��� � `�	
 � � �#� � � !� ˆ #� �B� � � =} �(�K

�����	�j�]� ���	 ����5
�]��� �5��	��/

���� �	�� �Í†.����� �Ø�	�� �¸������ ��:��� ��
�� �	���� �������	�� �[�������� ��j� �

	
��� �7�����
�	���� ����	�j�]� ��D �	
� �Í
���
� ������ �	�D �
�������?�
���� �7���
������ �

�	��

?��j�]�j����/

����� �	
� �����.������	�� �E��D�� �7��

Í� �5
�	 �	
���� �t�	�� �^�� �����
��� �5��	���

@��
������� ��
�	��;

���/

5��� D�� ��
�� �	
�


